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گراف هاي 
قطبي

 گراف قطبي، لئونارد  اويلر، ماتريس واژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه
مجاورت

     مقدمه 
در رياضيات «گراف ها» ابزاري براي بيان ارتباط بين عناصر 
ــتند. هرچند كه تئوري گراف ها اولين بار در سال  يا نقاط هس
ــي براي حل  ــط لئونارد اويلر، رياضي دان سوئيس 1736 توس
مسئلة «پل هاي كونيگسبرگ» طرح شد، ولي امروزه اين شاخة 
رياضي در علوم رايانه، علوم پايه، مديريت حمل ونقل و تحقيق 
ــرف ديگر، در گراف ها  ــود. از ط در عمليات به كار گرفته مي ش
نقاط به صورت فرضي در صفحه يا فضا در نظر گرفته مي شوند 
ــده است گراف ها شكل واحدي نداشته  و اين موضوع باعث ش
باشند. در اين مقاله تلاش شده است با تعريف مختصات قطبي 
ــاط به صورت ثابت يا مجموعه نقاطي كه حركت  هر نقطه، نق

آن ها داراي اصول خاصي است، در نظر گرفته شود.
با معرفي مختصات رئوس و ثابت فرض كردن آن ها مي توان 
گراف ها را به كمك رايانه ترسيم كرد و در بعضي زمينه ها مانند 
ــيم فرمول هاي مواد آلي در شيمي و محاسبة زاوية پيوند  ترس
به كار برد. همچنين، براي رسم اشكال منتظم در محيط هاي 
برنامه نويسي نيز مي توان از اين روش استفاده كرد. براي مثال، 
با استفاده از اين روش مي توان شكل هاي 1 و 2 را رسم كرد و 

يك توصيف رياضي براي آن ها نوشت.

شكل1                            شكل2

ــا، با توجه به ماتريس مجاورت  در واقع در نظرية گراف ه
ــم كنيم، اما با  يك گراف، مي توانيم نموداري از اين گراف رس
ــن اطلاعات نمي توان مكان هر رأس را تعيين كرد. بنابراين  اي
قصد داريم با استفاده از مختصات قطبي، ابتدا مكان هر رأس 
ــتفاده از ماتريس مجاورت،  ــخص سازيم و سپس با اس را مش

يال هاي مرتبط با آن  رأس را تعيين كنيم. 

     مختصات قطبي
دستگاه مختصات قطبي، يك دستگاه مختصات دوبعدي 
است كه در آن مكان هر نقطه، با فاصلة آن تا مركز مختصات 
ــده از مركز به آن نقطه و محور  ــم ش (r) و زاوية بين خط رس
ــود. اين دستگاه در فضاي سه بعدي  طول (θ) مشخص مي ش
ــتوانه اي و دستگاه مختصات كروي  ــتگاه مختصات اس به دس
ــود. اولين استفاده هاي مشابه كه به ايجاد كنوني  تبديل مي ش
اين دستگاه انجاميده است، توسط ابوريحان بيروني انجام شد.

     نمايش نقاط
اگر O مبدأ مختصات باشد، نقطة A را به صورت زير نمايش 

مي دهيم (معادلة 1):
A: (X, θ°)                                               :1 معادلة

ــت و به اندازة  ــمت راس اين يعني نقطة X ، A واحد به س
ــكيل زاويه داده است، از محور طول ها  θ درجه كه با محور تش

فاصله بگيرد.
مثال: مختصات قطبي نقطة B با توجه به شكل 3 به اين 
B: (2, 30°)                                  :2 صورت است: معادلة

B

O
32

2

30°

1

شكل3 

ــكيل مي شود كه  مختصات قطبي هر نقطه از دو عدد تش
يكي فاصله و ديگري زاويه است. براي آنكه دچار ابهام نشويم، 
ــه اي را در نظر بگيريم كه ضلع دوم آن با  قرار مي گذاريم زاوي
ــع اول برخلاف جهت گردش عقربه هاي  چرخش از روي ضل

ساعت به دست آمده است.
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     نظرية گراف
نظرية گراف شاخه اي از رياضيات است كه دربارة گراف ها 
ــاخه اي از توپولوژي است  بحث مي كند. اين مبحث در واقع ش
كه با جبر و نظرية ماتريس ها پيوند مستحكم و تنگاتنگي دارد. 
ــر رياضيات نقطة آغاز  ــاخه هاي ديگ نظرية گراف برخلاف ش
مشخصي دارد و آن انتشار مقاله اي از لئونارد اويلر، رياضي دان 
ــبرگ در سال  ــي، براي حل مسئلة پل هاي كونيگس سوئيس

1736 است.
ــورت  ــب به ص ــي مرت ــاده) G زوج ــراف (س تعريـف: گ
ــت و  ــت كه در آن V مجموعة متناهي و ناتهي اس (V, E) اس
E زيرمجموعه اي از مجموعة تمام زيرمجموعه هاي دوعضوي 

مجموعة V است.
ــوان با يك نمودار  رسـم نمودار گـراف: هر گراف را مي ت
موسوم به «نمودار گراف» نمايش داد. براي اين كار به ازاي هر 
رأس G يك نقطه در صفحه در نظر گرفته مي شود و دو نقطة 
ــيلة يك پاره خط يا كماني به هم وصل مي شوند؛  متمايز به وس
 E ــرط آنكه مجموعة متشكل از دو رأس، عضو مجموعة به ش

(يال ها) باشد.
مثال 1. رسم نمودار گراف G با اطلاعات معادله هاي 3 و 4 

به صورت شكل 4 است.
 معادلة 3
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 معادلة 4
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شكل4 

به رأس هاي v4 و v5 رأس هاي تنها گفته مي شود. همچنين 
ــاي v3 و v2 مجاورند، چون بين آن ها رابطه وجود دارد.  رأس ه
ــط ميان رأس هاي يك گراف را مي توان با كمك ماتريس  رواب
ــوم به ماتريس  ــي موس ــان كرد. ما در اين مقاله از ماتريس بي

مجاورت استفاده مي كنيم.
ــا  ب ــي  گراف  G = (V,E) ــر  اگ مجـاورت:  ماتريـس 
 باشد، ماتريس 
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 A = (aij) :مانند n×n ــت از يك ماتريس مجاورت G عبارت اس
كه در آن:

                 اگر يالي بين رئوس vj و vi موجود باشد:
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در غير اين صورت:
براي مثال، ماتريس مجاورت گراف صفحة قبل به صورت 

زير است: 
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V {v , v ,..., v }

E {e ,e ,...,e }

a

v v v v v

v

v

v

v

v

v v v v

v

v

v

v

v v v v v v

=

=

=

=


= 


 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4 5

1 2 1 3 2 3

1 2

1 2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6

1
0

0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

v v v v v v v v v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

     گراف قطبي
ــود، لذا  ــة گراف ها مكان يك رأس تعيين نمي ش در نظري
ــت مجاوربودن يا نبودن  ــم نمودار يك گراف تنها رعاي در رس
رأس ها كافي است و مكان هندسي رأس ها در صفحه مشخص 
نمي شود. به همين دليل، با استفاده از مختصات قطبي مي توان 
ابتدا مكان هر رأس را مشخص كرد و سپس به كمك ماتريس 
مجاورت يا زوج هاي مرتب، يال هاي بين اين نقاط را رسم كرد.

مثال 1: 
v1: (15cm, 60°), v2: (15cm, 30°), v3: (10cm, 30°)
v4: (20cm, 60°)

n

e

ij

V (G ) {v , v , v , v , v }

E (G ) {v v , v v , v v }

V {v , v ,..., v }

E {e ,e ,...,e }

a

v v v v v

v

v

v

v

v

v v v v

v

v

v

v

v v v v v v

=

=

=

=


= 


 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4 5

1 2 1 3 2 3

1 2

1 2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6

1
0

0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

v v v v v v v v v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

شكل5 

گراف شكل 5 را بدون استفاده از مختصات قطبي و تنها با 
ماتريس مجاورت مي توان به صورت شكل هاي 6، 7 ترسيم كرد.

V1

V4

V3

V2

O
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دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

V1 V2 V3 V4

شكل6

V1 V2

V4V3

شكل7

مثال 2:

v1: (1cm, 85°), v2: (2cm, 30°), v3: (8cm, 0°)

v4: (12cm, 5°), v5: (13cm, 20°), v6: (11cm, 10°)

v7: (8/25cm, 10°), v8: (5cm, 30°), v9: (2cm, 70°)

v10: (4cm, 30°), v11: (3cm, 65°), v12: (2/75cm, 80°)

v13: (5cm, 65°), v14: (7cm, 50°), v15: (9cm, 35°)

n

e

ij

V (G ) {v , v , v , v , v }

E (G ) {v v , v v , v v }

V {v , v ,..., v }

E {e ,e ,...,e }

a

v v v v v

v

v

v

v

v

v v v v

v

v

v

v

v v v v v v

=

=

=

=


= 


 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4 5

1 2 1 3 2 3

1 2

1 2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6

1
0

0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

v v v v v v v v v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

 

V2

V1

V13

V15

V5

V4

V6V7

V8

V11

V12

V9

V10

V14

V3
شكل8

     نتيجه گيري
ــوان در كنترل مجموعة ماهواره هاي  از گراف قطبي مي ت
مخابراتي، تعيين ايستگاه هاي آتش نشاني، تعيين پايگاه هاي 
ــدارك  ــه اي، ت ــاي رايان ــاخت بازي ه ــس، س ــدادي اورژان ام
سرگرمي هاي علمي، تعيين ساختارهاي مولكولي، تعيين تعداد 
ايزومرهاي تركيبات آلي، آموزش رياضيات كاربردي و... استفاده 

كرد.


